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گالرکین و  -سازی شکست سد با استفاده از روش بدون شبکه پتروومدل

  عمقمعادلات آب کم

 2*ر، ابوالفضل اکبرپو 1ورسعید دیمه

 05/04/1397 تاریخ ارسال:                                                                                                                              نوع مقاله: پژوهشی

 12/09/1397تاریخ پذیرش:
 دانشگاه بیرجند -یت منابع آبگرایش مهندسی و مدیر -نامه کارشناسی ارشد در رشته مهندسی عمرانمقاله برگرفته از پایان

  چکیده 

اند. شکست سد از جمله مهمترین مسائل مرتبط با مهندسی آب است که محققین زیادی به بررسی این پدیده پرداخته

اند پدیده شکست سد را با عمق است. بسیاری از محققین سعی کردههای کممعادلات حاکم بر شکست سد، معادلات آب

های عددی مانند حجم محدود، معادلات دیفرانسیل را در شرایط کنند. اکثر این روش های عددی، بررسیاستفاده از روش

های های عددی جدیدی به نام روشکنند. اخیراً از روشبندی دامنه مسئله، حل میساده و پیچیده هندسی و با شبکه

بندی دامنه مسئله نیست. در ها نیازی به شبکهششود. در این روبدون شبکه برای حل معادلات دیفرانسیل استفاده می

گالرکین به همراه تابع شکل حداقل مربعات -عمق  با استفاده از روش بدون شبکه پتروواین پژوهش معادلات آب کم

سنجی مدل پرداخته شد. با محاسبه میزان سازی شد. سپس با استفاده از یک مثال استاندارد به صحتمتحرک، مدل

 00246/0شد این روش از دقت مناسبی برخوردار بود به طوری که میزان جذر میانگین مربعات خطا برابر خطا مشخص 

سازی شد و نتایج بدست آمده با نتایج حاصل از روش بدست آمد. در نهایت با استفاده از مدل، مسئله شکست سد شبیه

 بدون شبکه گالرکین مقایسه شد.

گالرکین،  -عمق، تابع شکل حداقل مربعات متحرک، روش بدون شبکه پترووهای کم: آبهای کلیدیواژه

 شکست سد، 
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 مقدمه 
های گذشته تاکنون، محققان زیادی به از سال

های عددی اند. مدلبررسی پدیده شکست سد پرداخته

تحلیل سیلاب ناشی از شکست سد با استفاده از 

عمق و غالباً به صورت یک بعدی توسعه معادلات آب کم

(. این معادلات 1393اند ) محمدنژاد و همکاران، یافته

از نوع هذلولوی یا هایپربولیک هستند. از آنجا که 

شکست سد با پدیده انتقال موج همراه است، روش 

-عددی مورد نظر باید حرکت موج را طبق واقعیت شبیه

های قابل قبول سازی نماید و از نظر فیزیکی جواب

های بدهد. به طور خاص لازم است تلاش شود تا جواب

صوص سرعت انتشار، بزرگی و تغییر شکل عددی در خ

های واقعی برابری داشته موج )در صورت وجود( با جواب

فر و همکاران، )وثوقیو بدون نوسانات فیزیکی باشند 

1393.) 

برای  1892مطالعات اولیه در این زمینه در سال 

های بدون اصطکاک توسط ریتر انجام گرفته است. کانال

های زبر و نیز لر برای کانالهای درسپس از وی پژوهش

فر )وثوقیمعادلات استوکر دارای اهمیت بالایی هستند 

 (.1393و همکاران، 

نظر به اهمیت فراوان مسئله شکست سد در 

های های گذشته محققان، روشمهندسی آب، طی سال

 نیاز جمله اعددی مختلفی برای تحلیل آن ارائه کردند. 

به عنوان  حجم محدود اشاره کرد.توان به می هاروش

-هارتنگر پرست با روش حجم محدود و حلنمونه علی

به تحلیل دو بعدی مسئله شکست سد  1والر-لاکس

اکبرپور و همکاران به  .(Aliparast., 2009) پرداخت

عمق با روش حجم محدود آب کم سازی معادلاتمدل

سازمان مثلثی پرداختند و سپس بر روی شبکه بی

مسائل مختلف مرتبط با این معادلات از جمله مسئله 

(. 1392شکست سد را حل کردند )اکبرپور و همکاران، 

 
1va Leer (HLVL)-Lax-Harten  

Smoothed Particle Hydrodynamics 2 

Radial base function 2 

بندی محدود و شبکه فر و همکاران با روش حجموثوقی

سازی پدیده شکست سد پرداختند ورونوی به مدل

-.  روش حجم محدود علی(1393فر و همکاران، )وثوقی

باشند که هایی میغم مزایای فراوان دارای محدودیتر

بندی دامنه حل ترین آنها نیازمند بودن به شبکهمهم

 است. 

بندی دامنه حل از جمله مشکلات مرتبط با شبکه

توان به کاهش دقت محاسبات در حین انتقال می

بندی در ر مرحله قبلی به مشبندی داطلاعات از مش

های وابسته دانست، چون برای مرحله جدید از المان

انتقال اطلاعات ناچار به استفاده از توابع میانی است لذا  

)محتشمی و همکاران،  یابددقت محاسبات  کاهش می

همچنین در مسائلی که شرایط مرزی مرتباً  .(1395

بندی دامنه حل کند نیازمند به روز شدن شبکهتغییر می

است، که این مسئله امری زمانبر و پیچیده است. به 

های بدون شبکه همین دلیل اخیرا استفاده از روش

 گسترش یافته است.

 های بدونبار جینگولد و موناقان ایده روشاولین

های سازی پدیدهها برای مدلشبکه را مطرح کردند. آن

استفاده  2هیدرودینامیک ذرات هموارنجومی از روش 

ایده اصلی  .(Gingold & Monaghan., 1977) کردند

زنی دامنه مسئله با های بدون شبکه تقریبروش

بندی دامنه حل ها و بدون نیاز به شبکهاستفاده از گره

 است.

سازی شکست شبیهبر  یمحققان سع یتاکنون برخ

 و ژو. اندبدون شبکه کرده هایروش از استفاده با سد

 اساس بر که شبکه بدون روش از استفاده با  همکاران

 با همراه عمقاست، معادلات آب کم 3یشعاع هپای تابع

 یری. آنها با به کارگردندک یسازرا مدل 4متحرک مرز

حرکت مرز آزاد را  ،یسازدر فرمول 5لریاو -روش لاگرانژ

به دامنه مستقل از زمان  لیکرده و مسئله را تبد یابیرد

3 Moving Boundary 
4 Eulerian scheme-Lagrangian 
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 لابیس انیمحاسبه جر یمدل را برا جیکردند. سپس نتا

سد و رواناب موج در ساحل استفاده  شکستاز  یناش

ی زیو فرو یرحمان. (Zhou et al., 2004) مودندن

 بدون روش از استفاده با را عمقکم یمعادلات آبها

و تابع شکل حداقل مربعات متحرک  1نگالرکی شبکه

حل مسئله شکست  یحاصله را برا جیکردند و نتاحل 

 (Rahmani & Farvizi., 2013) سد به کار بردند

فرزین و همکاران با استفاده از روش بدون شبکه 

هیدرودینامیک ذرات هموار با رویکرد لاگرانژی مسئله 

شکست سد را تحلیل نمودند و سپس نتایج حاصله را با 

)فرزین و همکاران، رویکرد اویلری مقایسه کردند 

فر با استفاده از روش . مقصودی و شفیعی(1393

له شکست سد را در هیدرودینامیک ذرات هموار مسئ

)مقصودی و پذیر مدلسازی کردند بستر فرسایش

مازیک و هلیکووا با استفاده از روش . (1393فر، شفیعی

و تابع پایه شعاعی به  2گالرکین-بدون شبکه پتروو

 Muzik et) سازی مسئله شکست سد پرداختندشبیه

al.,2017) . 

در این تحقیق با استفاده از روش بدون شبکه محلی 

 3گالرکین و تابع شکل حداقل مربعات متحرک -پتروو

به حل معادلات آبهای کم عمق پرداخته شد و سپس 

برای یک مثال استاندارد مورد آزمون قرار گرفت ودر 

بعدی و در نهایت مسئله شکست سد در حالت یک

-شرایط غیر ماندگار مدلسازی شد سپس نتایج بدست

آمده با نتایج حاصل از روش بدون شبکه گالرکین 

 مقایسه شد.

 

  هامواد و روش

ی چون گالرکین، حداقل مربعات و زیر هایروش

مانده وزنی است های باقیحوزه متعلق به خانواده روش

دهی و انتخاب تابع وزن ها نحوه وزنکه عمده تفاوت آن

 
5 Element Free Galerkin 
6 Meshless local Petrov-Galerkin 
3 Moving Least Squares shape function 

مانده است )ارزانی و همکاران، برای معادلات باقی

1386.) 

ها به این صورت سازی در کلیه این روشفرایند مدل

-وزنی عمدتاً بر روی حوزه انتگرال ماندهاست ابتدا باقی

مانده وزنی حاصل گیری انجام شده و پس معادله باقی

 (. 1386شود )ارزانی و همکاران، برابر صفر قرار داده می

-سپس از معادلات حاصل بر روی حوزه، انتگرال

شود. در نهایت گیری شده و معادلات انتگرالی تولید می

گیری عددی معادلات های انتگرالبا استفاده از روش

گیری مرحله قبل به دستگاه معادلات جبری انتگرال

تبدیل شده و حل دستگاه معادلات منجر به دستیابی 

 شود.به جواب نهایی می

در این بخش ابتدا به معرفی روش بدون شبکه 

های زیر مجموعه گالرکین به عنوان یکی از روش-پتروو

س نحوه دستیابی های وزنی پرداخته شد. سپماندهباقی

به معادلات تابع شکل حداقل مربعات متحرک تشریح 

شد. و تابع وزن بکار رفته در این پژوهش معرفی شد. 

عمق بیان سازی معادلات آب کمدر نهایت نحوه گسسته

 شد. 

سازی و حل در این پژوهش کلیه مراحل مدل

معادلات در نرم افزار برنامه نویسی متلب انجام شده 

 است.

 گالرکین -عددی بدون شبکه محلی پتروو روش

 این روش برای اولین بار توسط آتلوری و ژو ارائه شد

(Atluri & Zhu., 1998).  این روش در هیچ از یک

-مراحل تحلیل اعم از تقریب متغیر میدان و انتگرال

بندی دامنه مسئله گیری عددی معادلات نیاز به شبکه

فرم ضعیف محلی معادلات ندارد. این روش با استفاده از 

کند. تابع تقریب به کار رفته در این روش را حل می

حداقل مربعات متحرک است و به منظور حل معادلات 

 استفاده شد. 4گیری گوسیانتگرالی از روش انتگرال

4 Gaussian integration 
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کده محلی پترووفرمول شددب بددون  نددی روش  -ب

 گالرکین

با دامنه  یجامدات دوبعد کیمساله مکان کبرای ی

Ω  محدود به مرزΓ  معادله تعادل و شرایط مرزی بصورت

 & Atluri) شودنوشته می (3( و )2( و )1روابط )

Zhu., 1998): 
 

  

𝜎𝑖𝑗,𝑗 معادله تعادل (1) + 𝑏𝑖 = 0 

𝑢 شرط مرزی اساسی (2) = 𝑢̅ 

شرط مرزی  (3)

 طبیعی
σ. 𝑛 = 𝑡̅ 

-پترووبا استفاده از روش بدون شبکه محلی 

( روی دامنه محلی 1گالرکین شکل ضعیف معادله )

( نوشته 4ام به صورت رابطه ) Iحول گره  1)دامنه تربیع(

 شود:می
 

  

(4) 
 

∫(𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑏𝑖)𝑊𝐼𝑑Ω = 0

Ω𝑞

 

گیری تابع وزن است. با استفاده از  انتگرال 𝑊𝐼 که

توان به (  را می4جزء به جزء و قضیه دیورژانس رابطه )

 کرد: ساده (5فرم رابطه )

 

 

 ∫ 𝑊𝐼𝜎𝑖𝑗,𝑗
Ω𝑞

𝑑Ω = ∫ 𝑊𝐼𝜎𝑖𝑗
Γ𝑞

𝑛𝑗𝑑Γ 

 

(5)         −∫ 𝑊𝐼,𝑗𝜎𝑖𝑗
Ω𝑞

𝑑Ω 

مرز به  یتنش و کشش رو انیرابطه مهمچنین 

 :است ریصورت ز
 

 

(6) 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑡𝑖 

 

( رابطه 1( در معادله )6( و )5با جایگذاری معادله )

 شود:( حاصل می7)

∫ 𝑊𝐼,𝑗𝜎𝑖𝑗
Ω𝑞

𝑑Ω − ∫ 𝑊𝐼𝑡𝑖
Γ𝑞𝑢

𝑑Γ 

 

7) 

        −∫ 𝑊𝐼𝑡𝑖
Γ𝑞𝑖

𝑑Γ = ∫ 𝑡𝑖̅𝑊𝐼
Γ𝑞𝑡

𝑑Γ 

        +∫ 𝑊𝐼𝑏𝑖
Ω𝑞

𝑑Ω 

 

 

 

𝛤𝑞𝑖( 7در رابطه )    ،𝛤𝑞𝑢  و𝛤𝑞𝑡  به ترتیب معرف مرز

داخلی دامنه تربیع، مرز اساسی و مرز طبیعی هستند. 

از آنجایی که در این روش تابع وزن به نحوی انتخاب 

شود که مقدار آن روی مرز داخلی دامنه تربیع صفر می

( صفر 7سوم سمت چپ رابطه ) باشد، پس مقدار جمله

سازی شده برای است. در نهایت معادلات خطی گسسته

 ( است:8ام در فرم ماتریسی به صورت رابطه ) Iگره 
 

2 Quadrature domain 

 

 

(8) 𝐾𝐼𝑢 = 𝐹𝐼  

(9) 𝐾𝐼 = ∫𝑉𝐼
𝑇𝐷𝐵𝑑Ω − ∫𝑊𝐼

𝑇𝑛𝐷𝐵𝑑Γ

Γ𝑞𝑢Ω𝑞

 

(10) 𝐹𝐼 = ∫𝑊𝐼
𝑇𝑏𝑑Ω + ∫𝑊𝐼

𝑇𝑡𝑑Γ

Γ𝑞𝑡Ω𝑞
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 Vماتریس وزن کلی و  W(، 10( و )9در روابط )

 است. ثابت ماده Dمشتق آن و 
 

 

(11) 𝑊𝐼 = [
𝑊1 0
0 𝑊1

 ⋯ 
𝑊𝑛 0
0 𝑊𝑛

] 

(12) 𝑉𝐼 = [

𝑊1,𝑥 0

0 𝑊1,𝑦

𝑊1,𝑦 𝑊1,𝑥

 ⋯ 

𝑊𝑛,𝑥 0

0 𝑊𝑛,𝑦
𝑊𝑛,𝑦 𝑊𝑛,𝑥

] 

(13) 𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕∅1
𝜕𝑥

0

0
𝜕∅1
𝜕𝑦

𝜕∅1
𝜕𝑦

𝜕∅1
𝜕𝑦

 ⋯ 

𝜕∅𝑛
𝜕𝑥

0

0
𝜕∅𝑛
𝜕𝑦

𝜕∅𝑛
𝜕𝑦

𝜕∅𝑛
𝜕𝑦

 

]
 
 
 
 
 
 

 

 

( تا 11تابع شکل است. روابط ) ∅ (13در رابطه )

( 15(، )14( در حالت یک بعدی به صورت روابط )13)

 :شود( می16و )
 

 

(14) 𝑊𝐼 = [𝑤1 𝑤2 ⋯ 𝑤𝑛] 

(15) 𝑉𝐼 = [𝑤1,𝑥 𝑤2,𝑥 ⋯ 𝑤𝑛,𝑥] 

(16) 𝐵 = [
𝜕∅1
𝜕𝑥

𝜕∅2
𝜕𝑥

⋯
𝜕∅𝑛
𝜕𝑥

] 

 تابع تقریب حداقل مربعات متحرک

از تابع حداقل  و همکاران رولزیبار ن نیاولبرای 

مربعات متحرک برای ساخت تابع شکل و گسترش 

 Nayroles et)استفاده کردند  1ایروش المان توسعه

al., 1992) ایجاد پیوستگی در کل دامنه مسئله برای .

سازی با هر مرتبه درونیابی تابع میدان و همچنین تقریب

های این تابع مهمترین ویژگیدلخواه از سازگاری از 

های تابع . این ویژگی(Liu & Gu., 2005) تقریب است

حداقل مربعات متحرک موجب شد محققان بصورت 

گسترده ازآن برای تولید توابع شکل استفاده کنند. به 

طوری که بلچکو و همکاران در روش بدون شبکه 

-گالرکین و آتلوری و ژو در روش بدون شبکه پتروو

 
1 Diffuse element method 

ین از تابع حداقل مربعات متحرک برای تولید تابع گالرک

های بدون شبکه خود استفاده شکل در روش

 ,.Belytschko et al., 1994; Atluri & Zhu)کردند

1998;). 
یک تابع تغییرات میدانی در دامنه مورد  𝑈(𝑋)اگر 

سییی  شیید، تقریب Ωبرر  𝑈ℎ(𝑋)با  𝑋در نقطه 𝑈(𝑋)با

تقریب حداقل مربعات متحرک تابع شود. نشان داده می

میی فیی  عیر می ییر  فیرم ز بییه  یییدان را  می ییر  غی تی نییدمی  :کی
(Belytschko et al., 1994) 

 

  

(17) 

𝑈ℎ(𝑋)

=∑𝑝𝑗(𝑋)𝑎𝑗(𝑋)

𝑚

𝑗

= 𝑃𝑇(𝑋)𝑎(𝑋) 

 

های تشکیل دهنده ایتعداد تک جمله 𝑚که در آن

𝑃(𝑋)  و𝑎(𝑋)  بردار ضرایب 𝑃(𝑋) است که به صورت

 شود:( تعریف می18رابطه )
 

 

(18) 𝑎𝑇(𝑋) = {𝑎1(𝑋)   𝑎2(𝑋) …   𝑎𝑚(𝑋) } 

 

𝑃(𝑋) پایه از مرتبه  توابع یک بردارp  است که در

( و 19فضای یک بعدی و دو بعدی به صورت رابطه )

 باشد:می (20)
 

 

(19) 𝑃𝑇(𝑋) = {1   𝑥   𝑥2   …   𝑥𝑝} 

(20) 𝑃𝑇(𝑋, 𝑌) = {1   𝑥   𝑦   𝑥2   𝑥𝑦   𝑦2…  𝑦𝑝} 

بر اساس مثلث خیام پاسکال  pبه طور کلی بردار 

 شود.ساخته می

 دارتابع وزن 𝑎(𝑋)مجهول  یبضرا یینتع یبرا

𝐽(𝑋)  ( نشان داده شده م21که در رابطه  )یم ینیمم-

 : (Liu & Gu., 2005)ود ش
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 𝐽(𝑋) =∑𝑊(𝑋 − 𝑋𝐼)

𝑛

𝐼

 

(21)                 × [𝑃𝑇(𝑋𝐼)𝑎(𝑋) − 𝑈𝐼]
2 

(22) 
𝑊(𝑋 − 𝑋𝐼) = 𝑊𝐼(𝑋) 

 

مربوط به نقطه  1تابع وزن 𝑊𝐼(𝑋)  (21در رابطه )

و مقدار داخل کروشه اختلاف بین مقدار تخمین  𝐼گرهی

و مقدار داده شده در همان نقطه  𝐼زده شده در نقطه

باشد دامنه حمایتی می در نقاط نیز تعداد 𝑛باشند. می

(Liu & Gu., 2005). 

( 22رابطه )  𝐽(𝑋)به منظور مینیمم کردن تابع 

 شود:بررسی می
 

 

(23) 𝜕𝐽

𝜕𝑎
= 0 

 آید:( بدست می24که در نهایت رابطه )
 

 

(24) 𝑎(𝑋) = 𝐴−1(𝑋)𝐵(𝑋)𝑈𝑠 

بصورت روابط  𝑈𝑠و  𝐴(𝑋)  ،𝐵(𝑋)( ، 24در رابطه )

 شوند:( تعریف می27( و )26( ، )25)
 

 

(25) 𝐴(𝑋) =∑𝑊(𝑋𝐼)𝑝(𝑋𝐼)𝑃
𝑇(𝑋𝐼)

𝑛

𝐼

 

(26) 
𝐵(𝑋)
= [𝑊1𝑝(𝑥1)  𝑊2𝑝(𝑥2) … 𝑊𝑛𝑝(𝑥𝑛)] 

(27) 𝑈𝑠 = [𝑈1   𝑈2   …   𝑈𝑛]
𝑇 

 

 
1 Weight function 

 

( تقریب 17( در رابطه )24با جایگذاری رابطه )

( 29( و )28حداقل مربعات متحرک به صورت روابط )

 گردد:ارائه می
 

 

(28) 

𝑈ℎ(𝑋)

=∑∑𝑃𝑗(𝑋)(𝐴
−1(𝑋)𝐵(𝑋))𝑗𝐼𝑈𝐼

𝑚

𝑗

𝑛

𝐼

 

(29) 𝑈ℎ(𝑋) =∑𝜙𝐼(𝑋)𝑈𝐼

𝑛

𝐼

 

،  تابع شکل 𝜙𝐼(𝑋)تقریب تابع 𝑈ℎ(𝑋)که در آن 

 شکل تابع دیگر عبارتی باشد. بهپارامتر گرهی می 𝑈𝐼و 

 :گردد می بیان (30رابطه ) صورت به
 

 

(30) 
𝜙𝐼(𝑋) =∑𝑝𝑗(𝑋)(𝐴

−1(𝑋)𝐵(𝑋))
𝑗𝐼

𝑚

𝑗

= 𝑃𝑇𝐴−1𝐵𝐼 

 

 یان( ب31تابع شکل به صورت رابطه ) یمشتق جزئ

 :شودیم

 

𝜙𝐼,𝑥(𝑋)

=∑{𝑝𝑗,𝑥(𝑋)(𝐴
−1(𝑋)𝐵(𝑋))

𝑗𝐼

𝑚

𝑗

 

                    +𝑝𝑗(𝑋)(𝐴
−1(𝑋),𝑥𝐵(𝑋) 

(31)                    +𝐴−1(𝑋)𝐵(𝑋),𝑥 )𝑗𝐼} 

تیه در  کیار رف ییه  ب پیا عیداد توابع  در این پژوهش ت

سیییه 𝑃(𝑋)    بردار  ،(m=3)  بیه دو  (p=2)و از مرت

عیداد گرهمی شییید. همچنین ت نیه بیا هیای موجود در دام

ییه بیه نحوه توزیع گره (n)حمیایتی  پیا عیداد توابع  هیا و ت

میاتریس  شیییرط وجود معکوس  یید  بیا سیییتگی دارد و  ب
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𝐴(𝑋) ( ضیییا نمیایید. بیه همین دلییل 24در رابطیه ( را ار

شیییتر باید تعیداد این گره ها از تعیداد توابع پایه خیلی بی

شییید  𝑛)بیا ≫ 𝑚)شیییت نظرییه ای برای . بیایید توجیه دا

ییید آن از طیرییق  nتیعییییین دقیییق  بییا نییدارد و  وجیود 

 :(Liu & Gu., 2005) های عددی بدست آوردآزمون

 تابع وزن

تابع  یساز یبدر عمل تقر یتابع وزن که نقش مهم

 است: یرز یژگیچهار و یشکل دارد دارا

 مثبت است. حمایتی دامنه داخل در وزن تابع مقدار    •

 صفر است.  یتیمقدار تابع وزن در خارج دامنه حما    •

نسبت به نقطه  یکنواختمقدار تابع وزن به صورت    •

 . یابدیدلخواه، کاهش م

ها نرم عمل مرز یرو یمناسب یزانتابع به م ینا   •

 .کندیم

و  یاز جمله تابع گوس یگوناگون هایتابع وزن به صورت

 یلاینپژوهش از تابع اسپ ینوجود دارد که در ا یلایناسپ

( استفاده شده 32به عنوان تابع وزن به صورت رابطه )

 است:
 

 

(32) 

𝑊𝑖(𝑋)

=

{
 
 

 
 
2

3
− 4𝑟𝑖

2̅̅ ̅ + 4𝑟𝑖
3̅̅ ̅                     𝑟𝑖̅ ≤ 0.5

4

3
− 4𝑟𝑖̅ + 4𝑟𝑖

2̅̅ ̅ −
4

3
𝑟𝑖
3̅̅ ̅   0.5 < 𝑟𝑖̅ ≤ 1

0                                               𝑟𝑖̅ > 1 }
 
 

 
 

 

(33) 𝑟𝑖̅ =
𝑑𝑖
𝑟𝑤
=
|𝑥 − 𝑥𝑖|

𝑟𝑤
 

 

باشد. می 𝑥𝑖شعاع تأثیر نقطه گرهی  𝑟𝑤( 32در رابطه )

که تعداد ای تعیین شود باید به گونه 𝑟𝑤برای هر نقطه، 

تک جملات   ، بزرگتر از تعداد تکرصفریغ یهاوزن

𝑛) باشند یاموجود در چند جمله > 𝑚) . 

 

عمق با روش بدون کم سازی معادلات آبگسسته

 گالرکین-شبکه محلی پتروو

عمق یک معادله دیفرانسیل هذلولی کم معادله آب

گیری از معادلات سه بعدی ناویر است که با انتگرال

ناپذیر با توزیع های جریان تراکماستوکس و با فرض

شار هیدرواستاتیک و توزیع یکنواخت سرعت در عمق ف

آید. حالت یک بعدی این معادلات عبارت بدست می

 است از:
 

 

(34) 
 

 

{
 
 

 
 𝜕ℎ

𝜕𝑡
+
𝜕(ℎ𝑢)

𝜕𝑥
= 0                                               

𝜕(ℎ𝑢)

𝜕𝑡
+
𝜕(ℎ𝑢2 + 𝑔ℎ

2

2⁄ )

𝜕𝑥
− 𝑔ℎ(𝑠0𝑥) = 0

 

) 𝑢 ،انیعمق جر ℎ (𝑚)(، 34در رابطه )
𝑚

𝑠
) 

) 𝑥 ،𝑔 یدر راستا یسرعت متوسط عمق
𝑚

𝑠2
شتاب    (

-( به صورت شبه34است. رابطه ) بستر بیش  𝑠0𝑥 ،ثقل

 های زیر قابل نمایش است:طی و با بردارها وماتریسخ
 

 

(35) 𝑈𝑡 + 𝐴𝑈,𝑥 = 𝑆𝑈 

(36) 𝑈 = [
ℎ
ℎ𝑢
] 

(37) 𝐴 = [
0 1

−𝑢2 + 𝑔ℎ 2𝑢
] 

(38)  𝑆 = [
0 0
𝑠0𝑥 0

] 

 

با استفاه از روش ضمنی بصورت رابطه (  35معادله )

 شود:سازی می(  گسسته39)
 

 

(39) 𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛
𝛥𝑡

+ 𝐴𝑈,𝑥
𝑛+1 = 𝑆𝑈𝑛+1  

Δ𝑡(  39که در رابطه ) = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 .است 

سیییی از پس( 39) معیادله ( 40) رابطیه فرم به بازنوی

 شود-ی (40م) تبدیل
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(40 ) (𝐼 − 𝑆𝛥𝑡)𝑈𝑛+1 + 𝐴𝛥𝑡𝑈,𝑥
𝑛+1 = 𝑈𝑛 

 

 باشد.نمایانگر ماتریس واحد می Iکه 

 ( به صورت زیر است: 𝛤1شرط مرزی دریشله )روی 
 

 

(41) 𝑈𝑛+1 − 𝑈 = 0 

گیری بر ( و انتگرال41) در صورت وزن دار کردن رابطه

عمق به فرم ماتریسی رابطه کم معادله آب  Ωروی دامنه 

 آید:( در می42)
 

 

(42) 𝐾𝑈𝑛+1 = 𝐹𝑈𝑛 

 𝐾 = ∫ 𝐼𝑤𝑖𝜙𝑖𝑑𝑥 − ∫𝑆𝛥𝑡𝑤𝑖𝜙𝑖𝑑𝑥
ΩΩ

 

(43)       +∫𝐴𝛥𝑡𝑤𝑖𝜙𝑖,𝑥𝑑𝑥 
Ω

 + 𝛼 ∫ 𝑤𝑖𝜙𝑖𝑑𝛤
Γ1

 

(44) 𝐹 = ∫𝑤𝑖𝜙𝑖𝑑𝑥 +
Ω

α∫ 𝑤𝑖𝑈𝑑𝛤
𝛤1

 

( روابط نهایی استفاده شده 44( تا )42معادلات )

با توجه عمق در این پژوهش است. برای معادلات آب کم

تابع  شرایط رکحتابع شکل حداقل مربعات مت نکهیبه ا

به منظور  لیدل نیبه هم کندیکرونکر را ارضا نم یدلتا

روش جریمه استفاده شده  از شلهیدر یاعمال شرط مرز

 باشد.نیز ضریب جریمه می αاست، که 

 

 

 

 

 حل مثال استاندارد

لیه  عیاد حیل م بیه  میدل  قیت  سیییی د بیه منظور برر

سییییل ) پخش -معادله همرفتی ( که به عنوان45دیفران

 :شود، پرداخته شدشناخته می

(45) 𝑈
𝑑𝑄

𝑑𝑥
− 𝐾

𝑑2𝑄

𝑑𝑥
= 0 

 

 باشد:( به شکل زیر می45شرایط مرزی معادله )

 (46) {
𝑄 = 0      𝑜𝑛    𝑥 = 0 𝑚
𝑄 = 1       𝑜𝑛   𝑥 = 1 𝑚

 

 ( است47این مسئله بصورت رابطه ) جواب دقیق

(، این 45به دلیل وجود جمله همرفتی در معادله )

𝑈ℎمعادله به ازای عددهای پکلت )

𝐾
فاصله  h (m)، که 

( است( 45ضرایب موجود در معادله ) U, Kبین نقاط و 

متفاوت حل گردید و نتایج حاصله با مقدار دقیق آن 

 مقایسه شد.

، نمودارهای مربوطه ارائه شده 4تا  1های در شکل

ها محور افقی نمایش دهنده فاصله است. در این شکل

نقاط از مبداء  مختصات و محور عمودی مقادیر مجهول 

(Q .محاسبه شده توسط مدل است ) در حل این معادله

، 1، و برای عددهای پکلت h=0.1 mفاصله بین نقاط 

در نظر  1به صورت جدول  U,Kمقادیر  4و  3، 5/1

 گرفته شد. 
 به ازای اعداد پکلت مختلف U,Kمقادیر  -1جدول

 4 3 5/1 1 عدد پکلت

U 30 30 30 30 

K 3 2 1 75/0 

 

 

 

(47) 

 

𝑄𝐸𝑥𝑎𝑐𝑡 =
1 − 𝑒

𝑈𝑥
𝐾

1 − 𝑒
𝑈
𝐾
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 معیارهای خطاسنجی

در این قسمت از میانگین خطا، میانگین مطلق خطا و 

جذر میانگین مربعات خطا به عنوان معیارهای سنجش 

عملکرد مدل استفاده شد. واحد خطاها بر اساس واحد 

( 50( و )49(، )48هاست. روابط )شده در آنمقادیر وارد 

 دهند:نحوه محاسبه این خطاها را نشان می

(48) 
𝑀𝐸 =

∑ (𝑄0 − 𝑄𝑠)
𝑛
𝑖=1

𝑛
 

(49) 𝑀𝐴𝐸 =
∑ |𝑄0 − 𝑄𝑠|
𝑛
𝑖=1

𝑛
 

(50) 𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
∑ (𝑄0 − 𝑄𝑠)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
 

به ترتیب مقدار مجهول  𝑸𝒔 و 𝑸𝟎که در آن 

محاسبه شده از حل دقیق و مقدار عددی محاسبه شده 

 توسط مدل 

 2سازی هر مسئله است. جدول برای هر نقطه در مدل

مقادیر خطاهای محاسبه شده برای این مسئله را نشان 

دهد. با توجه به مقادیر خطاهای محاسبه شده در می

کارائی مناسبی مشخص شد مدل از دقت و  2جدول 

 . برای حل معادلات دیفرانسیل هذلولی برخوردار است

 

 

  

 5/1مقایسه نتایج حل عددی و دقیق به ازای عدد پکلت  2شکل  1مقایسه نتایج حل عددی و دقیق به ازای عدد پکلت   1شکل 

 

 

 4مقایسه نتایج حل عددی و دقیق به ازای عدد پکلت  4شکل  3مقایسه نتایج حل عددی و دقیق به ازای عدد پکلت   3شکل 
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 خطا مربعات نیانگیو جذر م خطا مطلق نیانگیم ،خطا نیانگیم :2جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

مشخص است  4تا  1های همانطور که در شکل

 5/1و  1نتایج عددی حاصل از مدل به ازای عدد پکلت 

به پاسخ دقیق نزدیک است به طوری که به ازای عدد 

نمودارها کاملاً برهم منطبق است. اما در  5/1پکلت 

-های عددی با ناهمواریپاسخ 5/1اعداد پکلت بالاتر از 

هایی همراه است. این موضوع با توجه به معیارهای 

 نیز قابل مشاهده است. 2خطاسنجی در جدول 

 سازی مسئله شکست سدمدل

بعدی مسئله شکست سازی یکدر این بخش به مدل

سد پرداخته شد. معادله استفاده شده در این قسمت 

 باشد. ( می35همان معادله )

 m 10 در این حالت دامنه مسئله  یک خط به طول

ها در نظر گرفته شد. به طوری که با توزیع منظم گره

𝒙∆برابر یک دهم متر  xها در راستای فاصله گره =

𝟎. 𝟏 𝒎 است. همچنین  101ها برابر و تعداد گره∆𝒕 =

𝟎. 𝟏 𝒔 گیری از روش در نظر گرفته شد. برای انتگرال

𝛂ای استفاده شد. ضریب جریمه گوس یک نقطه =

  باشد. شرایط اولیه مسئله به شرح زیر است:می 𝟏𝟎𝟔

) u)عمق آب و  h (m)که 
𝒎

𝒔
سرعت آب در راستای  

x  است. رحمانی و فرویزی این مسئله را با روش بدون

 حل کردند.  (EFG)شبکه گالرکین 

( و 35معادله استفاده شده توسط آنها، معادله )

( بود 52( و )51شرایط اولیه مسئله به صورت معادلات )

 .(1392)رحمانی و فرویزی، 

هدف بدست آوردن نمودار عمق و سرعت آب برای  

های بعد از وقوع شکست سد با روش بدون شبکه زمان

روش ها با نتایج حاصل از گالرکین و  مقایسه آن-پتروو

بدون شبکه گالرکین است.

 4 3 5/1 1 عدد پکلت

 225/0 161/0 00369/0 - 011/0 خطا  نیانگیم

 مطلق نیانگیم

 خطا 
011/0 00369/0 186/0 369/0 

 نیانگیجذر م

 خطا  مربعات
051/0 00246/0 172/0 287/0 

(51) 
ℎ(𝑥, 0) = {

2           0 ≤ 𝑥 ≤ 5  𝑚
1         5 < 𝑥 ≤ 10  𝑚

 

(52) 
𝑢(𝑥, 0) = 0        0 ≤ 𝑥 ≤ 10 𝑚 
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 نتایج و بحث

سازی در این بخش به ارائه نتایج حاصل از مدل

مسئله شکست سد با استفاده از روش بدون شبکه 

گالرکین و مقایسه آن با روش بدون شبکه -پتروو

بررسی آن پرداخته شد. گالرکین و همچنین بحث و 

نتایج حاصل از روش بدون شبکه  10تا  5های شکل

نتایج حاصل از روش بدون  و (MLPG)گالرکین -پتروو

-نشان داده شده است. در شکل (EFG)شبکه گالرکین 

محور افقی فاصله نقاط از مبداء مختصات و  7تا  5ای ه

های دهد. در شکلمحور عمودی عمق آب را نشان می

محور افقی فاصله نقاط از مبداء مختصات و  10تا  8

 دهد. محور عمودی سرعت حرکت آب را نشان می

شود مشاهده می 10تا  5های همانطور که در شکل

گالرکین -نتایج حاصل از دو روش بدون شبکه پتروو

(MLPG)  و روش بدون شبکه گالرکین(EFG)  ًتقریبا

از سطح آب با یکدیگر مشابه است و روند نمودارهای تر

 

 

 ثانیه 1در  EFGو روش  MLPGمقایسه تراز سطح آب با روش  6شکل  ثانیه 0.1در  EFGو روش  MLPGمقایسه تراز سطح آب با روش   5شکل 

 
 

 ثانیه 0.1در  EFGو روش  MLPGمقایسه سرعت آب با روش :8شکل  ثانیه 2در  EFGو روش  MLPGمقایسه تراز سطح آب با روش  :7شکل
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کند. همانطور که و سرعت آب مشابه یکدیگر تغییر می

مشخص است نتایج در نقاط نزیک به مرزها به خصوص 

های اولیه کاملا مشابه است. در نتیجه هر دو در زمان

سازی مسئله شکست سد روش قابلیت خوبی برای مدل

 دارند. 

 گیرینتیجه

مهندسی به دلیل اهمیت مسئله شکست سد در 

سازی عددی این پدیده و معادلات حاکم بر آب، مدل

 عمق امری ضرروی است.آن یعنی معادلات آب کم

عمق با استفاده از کم در این پژوهش معادلات آب

گالرکین به همراه تابع شکل -روش بدون شبکه پتروو

افزار حداقل مربعات متحرک و تابع وزن اسپیلاین در نرم

این روش علاوه بر حذف مشکلات متلب مدل شد. 

بندی دامنه مسئله، از توانایی خوبی برای مرتبط با شبکه

حل مسائلی با هندسه نامنظم برخوردار است. در این 

عمق ابتدا به سازی معادلات آب کمتحقیق پس از مدل

پخش پرداخته شد و دقت مدل با -حل معادله همرفتی

فت که میزان معیارهای خطاسنجی مورد بررسی قرار گر

میانگین خطا، میانگین مطلق خطا و میانگین جذر 

به ترتیب برابر  5/1مربعات خطا در عدد پکلت 

بود. که این امر  00246/0و   00369/0، 00369/0

نشان از دقت و کارایی مدل است. سپس مسئله شکست 

  بعدی حل شد.سد با استفاده از مدل در حالت یک

دل با نتایج حاصل از روش سپس نتایج بدست آمده از م

مقایسه شد که روند  (EFG)بدون شبکه گالرکین 

نمودارهای تراز سطح آب و سرعت آب تقریباً مشابه 

کرد و نتایج در نقاط نزدیک به مرز به یکدیگر تغییر می

های اولیه مشابه بود. در نهایت نیز مشخص ویژه در زمان

زی مسئله ساشد، این روش از کارایی مناسبی برای مدل

 .برخوردار استشکست سد 
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Modeling of dam Break Using the Meshless Local Petrov-Galerkin 

Method and Shallow Water Equations 

Saeed Deymevar1, Abolfazl Akbarpour *2 

 

Abstract  

Dam break is one of the most important problem of water engineering. many researchers have 

studied this phenomenon.  The equations governing for dam break are shallow water equations.  

Many researchers have tried to investigate the dam breaking phenomenon using numerical 

methods. Most of these numerical methods, such as finite volume method, are being used to solve 

differential equation in some simple and complex case with meshing problem domain. Recently 

new numerical methods called Meshless methods have been developed to solve differential 

equations. these methods need no meshing or re-meshing on the domain the shortages of meshing 

disappeared. In this research, shallow water equations were modeled using a Meshless Local 

Petro-Gallerkin method (MLPG) with Moving Least Squares (MLS) shape function.  Then, using 

a standard example, the model's accuracy was investigating and the model error rate was 

calculated.  it was indicated that the model has a good accuracy, so that the root mean square error 

was 0.00246 respectively.  Finally, using the model, the dam break problem was simulated and 

the results were compared with the solutions of the Galerkin-free method.  

 

Keywords: Dam Break, Meshless Local Petrov-Galerkin, Moving Least Squares Shape 

Function, Shallow Water. 
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