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Abstract 

In the present study, the two-dimensional finite volume model of flow and bed 

load transport has been developed. The governing equations consist of shallow 

water equations and Exner equation. The Exner equation is based on the depth-

averaged shallow water equations and bed load transport flow-sediment 

interaction parameter that acts as a calibration factor. In addition, The Grass 

model is employed to calculate sediment discharge. The governing equations are 

solved using a fully coupled method. The Roe method is selected to compute the 

intercell fluxes on quadrilateral networks. The Roe approximate Riemann solver 

is a first-order scheme. Finally, the performance of the present model is evaluated. 

The results of the present model are compared with the exact solutions, and other 

available numerical results in one-dimensional and two-dimensional tests. 

Results show that the present model is appropriate, and capable of modeling the 

mobile beds. 
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1. Introduction 
Investigation of flow characteristics in rivers and sea coasts is one of the most important issues of civil 

engineering, which plays a remarkable role in design of related hydraulic structures, as well as 

management plans. In recent years, mathematical models have been improved as a suitable option for 

modeling multiphase flows. 

Numerical simulation of free surface flows and also load transport on erodible bed deals with transient 

flow and movable flow boundaries (Serrano-Pacheco et al., 2012). The simulations of bed load transport 

flows can be considered as coupled (Frey et al., 2017 and Wengrove et al., 2019) or uncoupled (Biswal 

et al., 2018) conditions. 

 
* Corresponding Author: M. Ghaeini-Hessaroeyeh 

Address: Department of Civil Engineering, Faculty 
of Engineering, Shahid Bahonar University of 
Kerman, Kerman, Iran 

Email: mghaeini@uk.ac.ir 
Tel: 034-31322551 

 



74 
 

 Abdolreza. Tavakoli, Mahnaz. Ghaeini-Hessaroeyeh and Ehdan. Fadaei-Kermani. Numerical Modeling of Flow 

and Bed Load Transport Using Roe Method 

Spring 2022. Vol 51. Num3 Iranian Journal of Irrigation and Water Engineering 

 
2. Materials and Methods 
In this paper, the two-dimensional finite volume model of flow and bed load transport has been 

developed. The two-dimensional governing shallow water equations can be presented as flows (Toro, 

2001): 

U F(U ) G(U )
S

t x y

  
= + =

                   (1) 

where  

T

x yU ( h ,q ,q )=
                                  (2) 

In the situation of coupled method, the parameters in equation 1 can be represented as:  
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Where h is depth of water, and qy = hv and qx = hu are specific discharges and u and v are depth-

averaged components of the velocity vector along x and y coordinates. The source term S is divided 

into two terms (Serrano-Pacheco et al., 2012): 

0 0 T

b

z z
S ( , gh , gh , )

x y

 
= − −

                (5) 

0
b ,yb ,x T

s

w w

S ( , , )


 


= − −

                    (6) 

The Exner equation is presented based on the depth averaged shallow water equations and bed load 

transport flow sediment interaction parameter that acts as a calibration factor. In addition, The Grass 

model is employed to calculate sediment discharge. 

 

3. Discussion and Conclusion 
Discussion The first set of numerical model results involves 1-D dam break simulation. In this case, 

three different tests have been considered. Fig. 1 shows the present model results compared with exact 

solution of Toro (2001).  

 

 

  

0

0/2

0/4

0/6

0/8

1

1/2

0 20 40

h
 (

m
)

x  (m)

Test No.1 Toro's Exact Solution

Present Model

0

0/2

0/4

0/6

0/8

1

1/2

0 10 20 30 40 50

h
 (

m
)

x  (m)

Test No.2
Toro's Exact

Solution



75 
 

 Abdolreza. Tavakoli, Mahnaz. Ghaeini-Hessaroeyeh and Ehsan. Fadaei-Kermani, Numerical Modeling of Flow and 
Bed Load Transport Using Roe Method 

Spring 2022. Vol 51. Num3 Iranian Journal of Irrigation and Water Engineering 

 

 

Fig. 1: The comparison of the present model results with Toro (2001) for water free surface profile 

 

In case of 2-D dam break simulation, the Circular dam break problem is considered. Fig. 2 shows the 

initial situation of the numerical simulation, and in Fig. 3 the results are represented after 3.5 s.  

 

 

Fig. 2: The circular dam break water surface profile at t=0 s. 

 

Fig. 3: The present model results of dam break for water surface profile at t=3.5 s. 
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The final tests investigate 1-D and 2-D simulation of flow over mobile beds. These tests include the 

Riemann problem for mobile beds equations. The present model results have been evaluated according 

to the results of exact solution and Hudson model (2001). Fig. 4 shows the present model results for 

mobile bed level at t=30 s. Moreover; the accuracy of the present model results compared with exact 

solution for water surface level and bed level is presented on table 1.   

 

Fig. 4: Comparison of the present model results with Hudson 2nd order and exact solution for bed level at 

t=30 s. 

 

Table. 1: Comparison of the present model results with exact solution for water surface and bed level. 

 

Maximum relative 

error for Hudson model 

)%( 

Maximum relative 

error for present model 

)%( 

 

4.54 0.51 Water surface 

4.26 1.65 Bed level 

 

According to the results, it can be seen that the present model is appropriate and efficient, and also 

capable of modeling the mobile beds. 
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 چکیده 

جریان   شامل معادلاتجریان و انتقال بار بستر توسعه یافته است. معادلات حاکم    مدل دوبعدی حجم محدود  تحقیق حاضردر  

بدست می    سرعت متوسط جریان  فرض  با  بستر  بار  که در آن انتقال  در نظر گرفته شده است  Exnerکم عمق و معادله    هایآب 

. جهت محاسبه دبی  محاسبه می شود کند،می  عمل  کالیبراسیون  ضریب  یک   صورت  به  که  رسوب-جریان  اندرکنش   و پارامتر  آید

  جریان و رسوب انتقالی  های عبوریسازی فلاکسمدل  به منظور  Roe. همچنین روش  استفاده شده است  Grassبار بستر از مدل  

زمان حل شده است.  به صورت همو انتقال بار بستر  است. معادلات حاکم بر جریان    مورد استفاده قرار گرفتهاز وجوه حجم کنترل  

در نهایت    .گرفترسوب مورد بررسی قرار  بعدی و دوبعدی جریان و انتقال  های مختلف یکصحت و کارایی مدل حاضر با مثال

مقایسه    . ایسه و ارزیابی قرار گرفتمورد مقبا حل دقیق و حل عددی محققین دیگر    حاضر  دست آمده از مدل عددیه  نتایج ب

درصد و    0.51نتایج به دست آمده از مدل عددی حاضر برای ارتفاع سطح آزاد جریان با نتایج حل دقیق با حداکثر خطای نسبی  

جریان  سازی  درصد، نشان دهنده دقت و کارایی مدل ارائه شده در مدل  1.65ارتفاع بستر متحرک جریان با حداکثر خطای نسبی  

 . باشدهای متحرک میبر بستر

 

 Roe روش  ،Grass مدل  ،Exner معادله  انتقال رسوب، روش حجم محدود،    کلیدی:  واژه های 
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 مقدمه

در   جریان  مشخصات  مطالعه  و  و  رودخانهشناخت  ها 

سواحل دریاها یکی از موضوعات مهم مهندسی عمران است 

سازه مختلف  انواع  طراحی  در  و  که  آنها  با  مرتبط  های 

طرح  هزینه همچنین  دارد.  اساسی  کاربرد  ساماندهی  های 

ها و  این جریان های بالای ساخت مدل فیزیکی برای مطالعه

عث شده تا  های قابل توجه در ساخت کامپیوترها با پیشرفت

پذیر و اقتصادی در  های ریاضی به عنوان ابزاری انعطافمدل

این زمینه، توجه محققان و متخصصان امر را به خود جلب  

  روی   هاخانه  رود  و  دریاها  هایجریان  بیشتر  طبیعت  کند. در

)می  صورت  انتقال  قابل   و  متحرک  بسترهای  ,Toroگیرد 

  حائز  همواره  بستر  بار  انتقال  بر  جریان  اثرات  شناخت.  (2001

  عددی   حل  راه   یافتن  تحقیق  این   هدف .  باشدمی  اهمیت

  به  است  متحرک  بستر  بر  جریان  سازیشبیه  برای  مناسب

  به  نسبت  خطا  و  نوسانات  کمترین   دارای  مدل  نتایج  طوریکه

 . داد تعمیم  واقعی مدل به را آن بتوان تا باشد دقیق حل راه

رکت بار بستر های آزاد همراه با حسازی عددی جریان  مدل

ذرا و  پذیر در واقعیت مانند جریان گبر روی بستر فرسایش

حالمرزهای   می  در  جریان  -Serrano)  باشدحرکت 

Pacheco et al., 2012).    مطالعات و تحقیقات صورت در

  ، (2007) و همکاران Van Rijnتحقیقات  از جمله، پذیرفته

Frey  همکاران و 2017)  و   )  Wengrove   همکاران  و 

مدل  (،2019) عددی  برای  با  انجریسازی  همراه  آزاد  های 

بستر،   بار  همحرکت  بندی  1زمانروند  داده  توسعه    فرمول 

  2همزماندیگر تحقیقات که از روند غیر  گروه  در    .است  شده

، ابتدا  (2018)و همکاران    Biswal  شده است ازجملهاستفاده  

از آن  ب  گیرد ومحاسبات انجام میدر زمینه جریان آزاد   عد 

در باید در نظر داشت که    شود.حرکت بار بستر بررسی می

غیر   بودن  دلیلبه    همزمانروش  و    کوتاه  محاسبات  زمان 

 
1 Coupled 
2 Uncoupled 
3 Grass  
4 Upwind  

بسیار مورد استفاده    مدل عددیی  سازبودن پیاده  تر  راحت

 . گیردقرار می

 Sweby  (2005)  و   Hudsonدیگری توسط  تحقیقدر  

را که رسوب بار بستر   فرمول بندی و راه حل عددیدقت پنج  

مورد    ، مدل می کنند  همزمانبرای جریان گذرا به صورت    را

به یک ماتریس ژاکوبین    همزماندر روش    . بررسی قرار داد

در نظر گرفته می  جریان آزاد و بار بستر  کل سیستم  برای  

برای بدست آوردن شار رسوب انتقالی   ایشان. در تحقیق  شود

مدل   مورد (  1981)  3گرس از  مدل  این  سادگی  علت  به 

 .(Grass, 1981) استفاده قرار گرفت

Fent  ( همکاران  مقایسه 2018و  به  خود  تحقیق  در   )

سازی  شبیه  در  استفاده  مورد  مختلف  های  روش  کارایی 

در   پرداختند.  متحرک  بستر  روی  بر  سد  شکست  جریان 

با مصالح مختلف مورد  آنها بستر  انجام شده توسط  مطالعه 

گرفت.   قرار  با Sharifi  (2019و    Mahdizadehبررسی   )

مو انتشار  اصلاح شده  الگوریتم  از  به  استفاده  مرتبه دوم،  ج 

مدل سازی عددی انتقال رسوب در بستر متحرک پرداختند.  

مقایسه نتایج بدست آمده از مدل عددی با نتایج آزمایشگاهی  

 نشان دهنده دقت قابل قبول روش ارائه شده بود.  

حاضر،  در   دیفرانسیل تحقیق  معادلات  ابتدا 

ی  هیدرودینامیک برای جریان سطح آزاد و مورفودینامیک برا

ارائه   توان آنها را به صورت  که می  می شودانتقال بار بستر 

همزمان  غیر  یا  گرفت.    همزمان  نظر    فرایندیک    سپس در 

ازی معادلات  سمرتبه اول حجم محدود برای گسسته   4آپویند

 بندی منظم مستطیلی پیشنهاد شده است.بر روی یک شبکه 

معادلات جریان و انتقال رسوب   روش حل همزمان  در نهایت

و   محدود  حجم  روش  اعمال  برای  نیاز  مورد  جزئیات  و 

ژاک ماتریس  تحقیق  همچنین  این  کلیدی  قسمت  که  وبین 

است.می شده  بیان  این   باشد  تمرکز  که  است  ذکر  شایان 

بر حل هم  متغیرتحقیق  آب و  زمان  آزاد  های جریان سطح 
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باشد. برای استفاده  ارتفاع بستر متحرک در یک گام زمانی می

از تکنیک آپویند ماتریس تقریبی ژاکوبین تعمیم یافته تعریف 

می شود و مقادیر ویژه و بردار های ویژه متناظر برای حالت  

زمان متغیرهای جریان سطح کلی معرفی می گردد. حل هم

آزاد آب و ارتفاع بستر متحرک در یک گام زمانی دارای دقت  

غیربالا حل  به  نسبت  که  هم  تری  هرچند  باشد  می  زمان 

تری نسبت به حل ممکن است پیچیدگی ها و محاسبات بیش

 زمان داشته باشد. یر همغ 
 

 معادلات حاکم

 مدل هیدرودینامیکی

های کم عمق به صورت معادلات بقایی جرم  آبمعادلات  

بیان می با متوسطو مومنتوم در صفحه  از گردند که  گیری 

. با  آیندراستای عمق بدست میمعادلات ناویر استوکس در  

آشفتگی،   و  لزجت  علت  به  مومنتوم  انتشار  گرفتن  نادیده 

  یولیس، معادلات مدل هیدرودینامیکاثرات باد و عبارت کور

 :(Toro, 2001) گردندبیان می (1رابطه )به صورت 

(1) 
U F(U ) G(U )

S
t x y

  
= + =

   
 در رابطه فوق:  که

(2) T

x yU ( h ,q ,q )= 

xq،  عمق آب  hمی باشد و   hu=    وyq hv=   به ترتیب

و    xدر راستای    vو    uدبی واحد عرض با سرعت متوسط  

y   .هستندF   وG    رابطه که به صورت    می باشد بردار شار

 : گردندبیان می (3)

(3) 

2
2

2

2

1

2

1

2

x y Tx
x

x y y T

y

q qq
F ( q , gh , )      

h h

q q q
G ( q , , gh )

h h

= +

= +

 

رابطه  و عبارت منبع به صورت    بوده شتاب جاذبه    gکه  

 : تعریف می گردد (4)

(4

) 
0

b , yb ,x T

w w

z z
S ( , gh , gh )

x y



 

 
= − − − −

  
باشد. عبارت های  ارتفاع بستر می  zچگالی آب و    wکه  

b,x    وb,y  توان گر تنش برشی بستر می باشند که میبیان

 
1Exner 

را   ازآنها  استفاده  کرد  رابطه  با  مدل  -Serrano) مانینگ 

Pacheco et al., 2012 .) 

 

 مدل مورفودینامیکی 

بیان  دینامیک رسوب بر اساس فرمول پیوستگی رسوب  

در  تغییرات لایه رسوب  به صورت  پیوستگی رسوب  شود.  می

از   رسوب  ذرات  خالص  تغییرات  علت  به  کنترل  حجم  یک 

توان آن را به  که می  می گردد  تعریف  مرزهای حجم کنترل

جنس   صرف نظر کردن ازبیان نمود. با    1اکسنر صورت معادله  

کنترل،   رسوب حجم  معلق  بار  و  و خروجی  ورودی  رسوب 

صورت    اکسنرمعادله   )به  می  (5رابطه   Van)  شودنوشته 

Rijn, 1993): 

(5) 0
s ,ys ,x

qqz

t x y
 


+ + =

  
 

1که  

1 p
 =

−
sباشد.  تخلخل رسوب بستر می  pاست و     ,xq  

sو   ,yq  در جهت    بار بستر  به ترتیب دبی واحد عرضx    وy 

  سرعت   مولفه های  و(  hکه هر دو تابع عمق آب )  باشند می

Pacheco et al., -Serrano) شندبامی  vو    uمتوسط  

تواند بر اساس قوانین  . فرمولاسیون دبی بار بستر می(2012

روش   اینکه  یا  و  باشد  قطعی صورت  احتبه  که  های  مالی 

  1981در سال    آیند بیان گردد. همیشه با آزمایش بدست می

انتقال رسوب    ای  رابطه  گرس  ارائه بعدی  دودر حالت  برای 

 (. Grass, 1981) ارائه شده است  ( 6رابطه )که به صورت    کرد

(6 ) 
2 2

2 2

s ,x g

s ,y g

q A u( u v )

q A v ( u v )

= +

= +
 

است  gAکه   کالیبراسیون  ثابت  ابعاد    ضریب  تاثیرات  و 

(  6رابطه )  می کند.  را اعمال  سینماتیکیدی و لزجت  بندانه

  باشدچسبنده مناسب میای غیرسازی رسوب دانهبرای مدل

(Serrano-Pacheco et al., 2012.) 

 

 هامواد و روش  
 روش حجم محدود

گیری معادلات حاکم روی  روش حجم محدود از انتگرال

. چنانچه قانون بقا  آیدبدست می  iسلولی    حجم یا شبکه
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شود گرفته  نظر  در  زیر  رابطه  صورت  -Serrano)  به 

Pacheco et al., 2012) : 

(7) U
.E S

t


+ =


 

 : شود( می8)های با اندازه ثابت به صورت رابطه در حجم

(8) 
i i i

Ud .E Sd
t
  


+  = 

    

 : آید ( بدست می9تئوری گوس رابطه )گیری با به کار

(9) 
1

i i

NE

k k k

k

Ud ( E ) n l Sd
t


= 


+ = 


  

xکه   yn ( n ,n حجم،    =( نرمال  یکه  تعداد    NEبردار 

jسلول و   های وجه  iE E E = های سلول  شار مکانی وجه  −

لبه   قرار دارد.    jو    iکه بین سلول  باشد  می  kدر طول 

 شود( بیان می10سلول به صورت رابطه )تفاضل شار در لبه  

(Murillo et al., 2008) . 

(10) 
nk k k j iE n l J (U U ) = − 

ژاکوبین    Jکه   با باشد  میماتریس  بایستی  مفهوم    که 

با توجه به فیزیک  . شکل ماتریس ژاکوبین  بیان گردد  آپویند

مسئله   زمان، حال با استفاده از روش هم یابد.مسئله تغییر می

زمان باید حل  به صورت هم  (h, hu, hv, z)برای متغیرهای

دائمی قابل استفاده  غیر  این روش برای مسائل دائمی وشود. 

 .(Serrano-Pacheco et al., 2012)  می باشد

 

  همزمان  راه حل

( )1روابط  و  روش  5(  در  متغیرهای    زمانهم(  برای 
T

x yU ( h,q ,q ,z)=  ( رابطه  صورت  می11به  تعریف   شود( 

(Serrano-Pacheco et al., 2012): 

(11) 
U F(U ) G(U )

s
t x y

  
+ + =

  
 

 :که

(12) 

2 22
2

3

1

2

x y x x y Tx
x

q q q ( q qq
F ( q , gh , , )    

h h h


+
= + 

2 2 2

2

3

1

2

x y y y x y T

y

q q q q ( q q
G ( q , , gh , )

h h h


+
= + 

که   گردد به دو مولفه تقسیم می  Sو بردار عبارت منبع 

 : شودان داده می( نش13در رابطه )

(13) 

0 0 T

b

z z
S ( , gh , gh , )

x y

 
= − −

 
 

0
b ,yb ,x T

s

w w

S ( , , )


 


= − − 

 مولفه   ( به 12در رابطه )  Gو    Fبایستی توجه داشت که

z    می  نداشتهبستگی موضوع  این  که و  روشی  برای  تواند 

 (. Jelti et al., 2018)  مشکل ساز باشد  ،دارای ژاکوبین است

منبع عبارت  دیفرانسیلی  )  شکل  رابطه  قابل  (  14به صورت 

 : (Hudson and Sweby, 2005)ارائه می باشد 

(14) 

z ( hz ) h
gh g gz  

x x x

  
= −

  
 

z ( hz ) h
gh g gz

y y y

  
= −

  
 

ش بازنویسی  مومنتوم  معادلات  که  صورتی  به  در  وند، 

 :  شوند( بیان می15صورت رابطه )
2

2

2

b ,x

w

( hu ) gh h
( hu ghz ) ( huv ) gz

t x y x





   
+ + + + = −

   
 

2
2

2

b , y

w

( hv ) gh h
( huv ) ( hv ghz ) gz

t x y y





   
+ + + + = −

   
 

(15) 

جهت   در  سطح  بر  عمود  شار  ژاکوبین  ،  nماتریس 

x yEn Fn Gn= ژاکومی  + ماتریس  و  صورت  باشد  به  بین 

 ,.Serrano-Pacheco et al)می گردد  ( تعریف  16رابطه )

2012): 

2

2

0 0

2

2

0

x y

x y x y y xH

n

x y x y x y

n n

( gh gz u )n uvn un vn un ghn
J

( gh gz u )n uvn vn vn un ghn

A B C

 
 

+ − − + =
 + − − +
  
 

 

(16) 

 که

(17) 

s( q .n )
A

h



=


 

s

x

( q .n )
B

q



=


 

s

y

( q .n )
C

q



=


 

این است که به صورت صریح به    فوق  عیب ماتریس   بارز ترین

برای رفع این عیب رابطه مختصات   عمودی وابستگی دارد. 
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 ,.Serrano-Pacheco et al)  شودمی  ( پیشنهاد داده18)

2012): 

(18) b nE .n S J U − = 

 :که

2

2

0 0

2

2

0

x y

x y x y y x

n

x y x y x y

n n

( gh u )n uvn un vn un ghn
J

( gh v )n uvn vn vn un ghn

A B C

 
 

− − + =
 − − +
  
 

 

(19) 

ات عمودی بستگی  این ژاکوبین به صورت صریح به مختص

می  نداشته آن  از  گسستهو  اساس  برای  عددی  توان  سازی 

وقت  آپویند نمود.  روش  استفاده  برای  تعاریف  این  که  ی 

نوشته (  20( به شکل رابطه )9اعمال شود رابطه )  همزمان

 : شودمی

(20) 
1 1

i i

NE NE

k k k b ,n k k s

k k

Ud ( E ) n l (T ) l S d
t


= = 


 + − = 


   

( رابطه  به  20در  اصطکاک  منبع  عبارت  انتگرال  فقط   )

انتقال   رابطه  راست  گسسته سمت  است.  مقدار یافته  سازی 

( رابطه  صورت  به  سلول  لبه  در  شیب  باشد  (  21منبع  می 

(Murillo et al., 2008) : 

(21) 0
~ ~

b ,n k x y k(T ) ( , g h zn g h zn ) = − − 

 که

(22) 
2

~
i j

k

h h
h

+
= 

از  Roe  (1986در روش   راه حل،  آوردن  برای بدست   )

که در رابطه    فاده می شوداست  nJماتریس ژاکوبین تقریبی  

 :( نمایش داده شده است23)

2

2

0 0

2

2

0

x y

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

x y x y y x

n ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

x y x y x y

~ ~ ~

n n

( g h u ) n uv n u n v n u n g h n
J

( g h v ) n uv n v n v n u n g h n

A B C

 
 
 − − +
 

=  
− − + 

 
 
 

 

(23) 

که 
~

ku  ،
~

kv   و
~

kc  مقادیر متوسطRoe و هستند : 

(24) 

2 23~ ~ ~ ~
g

~

A
A ( u v ) u .n

h


= − + 

2 2

3 2
~ ~ ~ ~ ~

g

y y~

A
B [( u v ) n uv n ]

h


= + + 

2 2

3 2
~ ~ ~ ~ ~

g

y x~

A
C [( u v ) n uv n ]

h


= + + 

تر نمودن مسئله از حل کننده تقریبی ریمان  برای آسان 

  Vázquez-Cendónتوسط    ون لیرشود. روش  می  استفاده

های کم عمق اعمال شد که در  بر روی معادلات آب  (1999)

این روش برای ارزیابی مقادیر متوسط حسابی  
iU    وjU   از

   .ژاکوبین استفاده شده استماتریس 

سازی ( اساس گسسته 23ژاکوبین رابطه )ز  حال با استفاده ا

چهار مقدار  این روش در گیرد. می  شکل آپویندعددی روش 

) ویژه  
m~

k  )  بردار ویژه  چهار  و (
m~

ke  )سپس  شودحاصل می .

های ویژه بدست  بر اساس بردار  در طول لبه سلول  Uتغییرات 

  یابد ر میتغیی(  25به رابطه )(  10آید و در نتیجه رابطه )می

(Serrano-Pacheco et al., 2012): 
4 4

1 1

m m m~ ~ ~
m m

k k kk b ,n k k

m m

U e ( E .n T ) e    
= =

= → − =  

(25) 

ماتریس   ویژه  جملهریشه   nJمقادیر  چند  زیر  های  ای 

 : باشند می

(26) 
3 2

1 2 3 0
~ ~ ~ ~ ~

( u .n )( a a a )   − + + = 
 : به صورت 3aو   1a  ،2aکه ضرایب 

1 2
~

a u .n= − 
2

2

~ ~ ~ ~ ~

x ya g h( B n C n ) c ( u .n )= − + − + 

3

~ ~ ~ ~ ~ ~

y x y xa g h( A ( u n v n )( B n C n ))= − + − − 

(27) 

باشند. یکی از مقادیر ویژه سرعت نرمال است، یعنی  می
1~ ~ ~ ~

x yu .n u n vn = = اگر+  .  2

2 13 9Q ( a a ) /= و    −
3

1 2 3 19 27 2 54R ( a a a a ) /= − ویژه    − مقادیر  سایر  باشد، 

3حقیقی هستند و اگر   2 0Q R+     مقادیر ویژه  باشد سایر

 ,.Serrano-Pacheco et al)  آیندبه صورت زیر بدست می

2012): 

(28) 

2

12
3 3

~ a
Q cos




 
= − − 

 
 

3

12
2

3 3

~ a
Q cos

 


+   
= − −   

   
 

4

14
2

3 3

~ a
Q cos

 


+   
= − −   

   
 

3که   2/arccos(R/ ( Q) ) = بردار  − به  های  است.  ویژه 

 : شوندصورت روابط زیر تعریف می
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1

1

1

T

~ ~ ~ ~ ~ ~

y y x y

~ ~ ~ ~ ~

x x x y

e ( u .n( C n ) n A ) / ( n C n B )

( u .n( B n ) n A ) / ( n C n B )

 
 
 
 

= + + − 
 
− + + − 
 
 

 

2

1

2 1

T

m~ ~ ~

m~ y y x x

m~ ~ ~

x y x y

m m~ ~ ~ ~ ~

n ( u n v n ) n
e  m=2,3,4

n ( u n v n ) n

( u .n ( u .n )) / c





 

 
 
 − +
 

=  
− − + 

 
 + − − 

 

(29) 

1ntدر زمان    iسپس در سلول   ( 30گیری رابطه )با انتگرال  +

 : شودحاصل می

(30) 
4

1

1 1

m mNE ~ ~
n n m *

k ki i k k S

k mi

t
U U e l tS

A
 +

= =


= − +  

*که  

SS   سازی شدهبارت منبع اصطکاک گسسته فقط ع  ،t 

بازه زمانی،  
iA مساحت سلول ،m

k  و  ضریب قدرت موج
kl  

 .طول لبه سلول است

در تحقیق حاضر، تمامی روند مدل سازی جریان و انتقال  

محیط نرم افزاری رسوب از ابتدا کد نویسی شده است و از  

 متلب جهت کد نویسی معادلات حاکم استفاده شده است. 

 

 شرایط مرزی 

های کم  ملزومات اصلی حل عددی معادلات آبیکی از  

ایین دست و یا  عمق، شناخت شرایط مرزی در بالادست، پ 

شد. دو گروه از شرایط بادر صورت نیاز، مرزهای داخلی می

ن رژیم جریان بکار برد. توان بدون در نظر گرفتمرزی را می

ان یا  باز  مرز  شامل  شرایط  یا این  بسته  مرز  و  دهنده  تقال 

شرایط مرزی   .اندباشند، که در ادامه بیان شدهمیانعکاسی  

 :مرزهای باز شامل موارد زیر هستنددر 

(31) 0 1 1n nh h       h h+= = 

0 1 1n nu u       u u+= = 
ب )انعکاسی( شامل موارد    ستهشرایط مرزی در مرزهای 

 : زیر است

(32) 0 1 1n nh h       h h+= = 

0 1 1n nu u       u u+= − = − 

های  ، به ترتیب اشاره به سلولn+1و    0های  زیر نویس

انتهای و  ابتدا  سلول  فرضی  این  دارند.  محاسباتی  ها  ناحیه 

های مرزی سلول  nو    1خارج از محدوده محاسباتی هستند و  

 (.Toro, 2001) باشندناحیه محاسباتی می

 

 شرط پایداری 

استهلاک  یا  رشد  مطالعه  با  عددی  الگوی  یک  پایداری 

. با صرف نظر  شودطاها در ضمن پیشرفت حل بررسی میخ

عبارت از  آنکردن  کردن  خطی  یا  و  خطی  غیر  ا،  ههای 

مورد   می   بررسیپایداری  شرط قرار  صریح  روش  در  گیرد. 

عدد پایداری   محدوده  کنترل  می  با  تعیین  .  گردد  کورانت 

 : توان از روابط زیر بدست آوردعدد کورانت را می حدود

(33) 
1 2 3 4

i j

m~

m , , ,

t CFL  t      

min(X ,X )
t

max





=

  

 = 

رابطه در    فوق   که 
 1

i

i

k ,NE k

A
X

max l=

و    =

 2 4

i

j

k , k

A
X

max l=

 . (Toro, 2001)  باشدمی =

 

 گیری و بحث نتیجه
 بعدی سازی شکست سد در حالت یکشبیه

آزمون برای یک کانال مستقیم با عرض    سهدر این بخش  

افق کاملاً  بستر  و  مستطیلی  عرضی  مقطع  و  مورد واحد  ی 

آزمون با   سهاین  شایان ذکر است که  گیرد.  بررسی قرار می

 Toroهای دقیق مسئله ریمان توسط  کننده  استفاده از حل

  50ول کانال  آزمون ط  سهحل شده است. برای هر    (2001)

باشد. شرایط  متر می  1/0حد و طول سلول  متر، عرض کانال وا

 بیان شده است.  1ها در جدول اولیه آزمون 

  0xسرعت در جهت کانال،    uارتفاع آب،    h،  1در جدول  

دریچه،   گرفتن  قرار  نت  outtموقعیت  خروجی  ایج  زمان 

ف سمت چپ و راست موقعیت  نیز معر  Rو    Lباشد.  می

می مدلدریچه  جهت  حاضر  مدل  در  شارهای  باشد.  سازی 

استفاده شده است که یکی از      Roeدرون سلولی از روش  

 باشد.  های تقریبی حل مسئله ریمان میروش
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 ها شرایط اولیه آزمون (:1)جدول 

3 2 1 Test 

0/1 0/0 0/1 
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است که   در آزمون اول شرایط اولیه طوری انتخاب شده

دو موج انبساطی قوی به دو سمت مخالف در حال حرکت  

عمق  ها خیلی کم  است. آب در منطقه شروع بین این موج

باشد. دلایل عددی خوبی برای انتخاب این آزمون وجود  می

ها یک عمق آب منفی در نزدیکی دارد. در بسیاری از روش 

وسیله دو موج پیوسته ایجاد می  های بسیار کم عمق بهآب 

سرعت  محاسبه  در  است  ممکن  مواقعی  چنین  در  گردد. 

 . ازمونانتشار امواج برای روش های عددی مشکل بوجود آید 

سمت چپ سد که بستر خشک می    دوم مسئله ریمان برای

در آزمون سوم ایجاد بستر خشک مطرح   .، بیان می گرددباشد

کنند که این آزمون برای  ها اینگونه بیان میمی گردد. داده

حلی که دارای دو موج انبساطی با یک ناحیه خشک   تولید راه

آن بین  اها میدر  بسیاری  است.  انتخاب شده  روش  باشد  ز 

سازی  های عددی به علت وجود بستر خشک، توانایی مدل

 باشند.  این آزمون را با دقت بالا دارا نمی

این  د نتایج  ادامه  حل    سهر  روش  از  استفاده  با  آزمون 

  حل دقیق ارائه شدهدر مقایسه با    Roeتقریبی مسئله ریمان  

Toro  .است شده  )  آورده  شکل  برای 1در  مقایسه  این   )

آب   است.  سههر    درپروفیل  پذیرفته  نتیجه   آزمون صورت 

بعدی حاکی از توانایی و تطابق بسیار ی یکمقایسه نمودارها

عددی   مدل  مدل  Roeخوب  و در  شوک  امواج  سازی 

خشک است و  سازی بستر خیس و  انبساطی و همچنین مدل

اضر با دقت خوبی عمق  حشود مدل  طور که مشاهده میهمان

  را مدل کرده است.
 

 

 
مقایسه نتایج مدل حاضر برای پروفیل سطح آزاد   (:1)شکل 

 Toroجریان با نتایج ارائه شده توسط 

 

 بعدی الت دوسازی شکست سد در حشبیه

ای شکل در سازی شکست سد دایرهدر این قسمت مدل

ارائه    Toro  (2001)بعدی که حل دقیق آن توسط  حالت دو
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آزمون سد دارای بستر افقی شود. در این  ، انجام میشده است

ای  تشار امواج در حالتی که سد دایرهاست و مطالعه بر روی ان

گیرد. سد از یک  میناگهانی و به طور کامل از بین برود انجام  

متر تشکیل شده    5/2دیواره با ضخامت خیلی ناچیز به شعاع  

که سد    می باشدمتر    40×40است و محدوده محاسباتی آن  

وسط   در  استدقیقاً  گرفته  به    .قرار  سد  اولیه  این  شرایط 

0uکه    بودهصورت   v= عمق به صورت رابطه   می باشد و  =

  :تعیین می گردد زیر 

2 2 2

2 2 2

2 5
0

0 5

ins c c

out c c

h .  m   if   ( x x ) ( y y ) R
h( x , y , )

h .  m   if  ( x x ) ( y y ) R  

 = − + − 
= 

= − + − 
 

(34) 

با توجه به اینکه دیواره سد به صورت آنی شکسته شود، 

برای   نتایج  در    دو خروجی  است.  آورده شده  متفاوت  زمان 

شرایط اولیه در زمان صفر نشان  ( مدل سد را با  2ادامه شکل )

 دهد. می

 

   یارهیشکست سد دا یبرا t=0 sسطح آب در زمان  (:2)شکل

از 4( و )3شکل ) ( به ترتیب پروفیل سطح آب را پس 

در شکل    دهد. ایش مینمثانیه را    5/3و    4/1گذشت زمان  

س3) به  ناپیوسته  موج  انتشار (  دایره  مرکز  از  خارج  مت 

گردد  وسته به سمت مرکز دایره منعکس مییابد. موج پیمی

  شود جریان به سمتی پیش رود که پروفیل سطحکه باعث می

ای در شرایط اولیه عبور  آب از عمق قسمت بیرونی سد دایره

کند و به سمت پایین برود. در واقع سطح آب خیلی نزدیک  

صفر   شکل    بودهبه  را  ناپیوسته  ثانویه  موج  یک  دهد.  میو 

ناپیوسته ( مشاهده می4طور که در شکل )همان شود موج 

سم به  دایره  مرکز  از  میاولیه  انتشار  بیرون  موج  یابد  ت  و 

در شکل    .یافته استثانویه به سمت مرکز سد انتشار  ناپیوسته  

( مقایسه نتایج مدل حاضر با نتایج ارائه شده  6( و )5های )

ثانیه آورده شده است.    5/3و    4/1در زمان های    Toroتوسط  

حاصل    نتایجشکل ها می توان مشاهده کرد که  این  با توجه به  

ی در مقایسه با نتایج  دارای دقت مناسب  عددی  سازیمدل  از

در محاسبه   ولیکن شایان ذکر است که  .باشدحل دقیق می

  است کهشده  ی  حداکثر و حداقل عمق آب دارای افت کم

های با دقت مرتبه  ناشی از خطای پخشیدگی روش  این امر

 (. Toro, 2001) باشداول می

 

پروفیل سطح آب مدل حاضر بعد از شکست سد در   (:3)شکل 

 t=1.4 sزمان 



          

 
 ران ای  آب  و  یاریآب یمهندس یپژوهش  ی علم  هینشر

 1402بهار   . پنجاه و یک  شماره .  سیزدهم سال     
86 

 

 

 

پروفیل سطح آب مدل حاضر بعد از شکست سد در   (:4)شکل 

 t=3.5 sزمان 

 بعدی سازی بستر متحرک در حالت یکشبیه

این آزمون که شامل مسئله ریمان برای معادلات بستر  

6Lhشرایط اولیه باشد.  متحرک می  m=  ،1 5Lu .  m / s= 

1Lzو    m=    0برایx     5و 399Rh .  m=  ،

3 946Ru .  m / s=    0و 955Rz .  m=    0برایx    .می باشد 

 

مقایسه نتایج مدل حاضر با نتایج ارائه شده توسط  (:5)شکل 

Toro  در زمانt=1.4 s   برای سطح آزاد محاسبه شده در

 ای مسئله شکست سد دایره

 

 

مقایسه نتایج مدل حاضر با نتایج ارائه شده توسط  (:6)شکل 

Toro  در زمانt=3.5 s   برای سطح آزاد محاسبه شده در

 ای مسئله شکست سد دایره

 

0 01gA 0و    =. 4p بستر =. رسوب  مشخصات  از 

و مدل با دقت  با راه حل دقیق  نتایج مدل حاضر    باشند.می

دوم   این    Hudson  (2001)مرتبه  در  شد.  خواهد  مقایسه 

از تنش برشی کف در معادله مومنتوم چشم پوشی  آزمون 

 Serrano-Pachecoشده است. حل دقیق این مسئله توسط  

( 8( و )7)شکل  صورت پذیرفته است.    (2012)  و همکاران

بستر متحرک حاضر را برای ارتفاع آب و  مدل  نتایج  مقایسه  

زمان و    ثانیه  30  در  دقیق  دوم  با حل  مرتبه  دقت  با  مدل 

، میانگین خطای  با توجه به نتایج   دهد.نمایش میهادسون  

درصد و برای    105/0نسبی مدل حاضر برای ارتفاع آب برابر  

برابر   متحرک  درصورتیکه    305/0بستر  باشد.  می  درصد 

هادسون برای ارتفاع آب و بستر متحرک  میزان خطا در روش  

درصد می باشد.    933/0و    303/2در این زمان به ترتیب برابر  

این امر نشان دهنده دقت قابل قبول و مناسب مدل ارئه شده  

 در این تحقیق می باشد.  
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مقایسه ارتفاع سطح آزاد آب مدل حاضر، مدل با  (:7)شکل 

 t=30sو حل دقیق در زمان  Hudsonدقت مرتبه دوم 

 

 
مقایسه ارتفاع بستر متحرک مدل حاضر، مدل با  (:8)شکل 

 t=30sو حل دقیق در زمان  Hudsonدقت مرتبه دوم 

 

( 7طور که از مقایسه نتایج در شکل )نهمااز طرف دیگر،  

اول  مرتبه  با دقت  است مدل حاضر که یک مدل  مشخص 

که دارای دقت مرتبه دوم    هادسوناست در مقایسه با مدل  

 سازی به تطابق قابل قبولی رسیده است. باشد، در شبیهمی

مدل   جریان در  مقایسه نتایج ارتفاع سطح آزاد  2در جدول  

و مقایسه نتایج    Hudsonحاضر با نتایج حل دقیق و مدل  

مدل حاضر با نتایج حل دقیق    جریان در  فاع بستر متحرکارت

بر حسب درصد خطای نسبی آورده شده    Hudsonو مدل  

 است. 
ارتفاع مقایسه نتایج ارتفاع سطح آزاد جریان و  (:2) جدول 

 بستر متحرک جریان با حل دقیق 

  نسبی خطاحداکثر 

 Hudsonمدل 

 )%( 

  نسبی خطاحداکثر 

 مدل حاضر 

 )%( 

 

4.54 0.51 
ارتفاع آب 

 جریان

4.26 1.65 
ارتفاع بستر 

 متحرک جریان

 

 بعدی سازی بستر متحرک در حالت دوهشبی

دل حاضر در حضور در این آزمون برای ارزیابی عملکرد م 

به عنوان بستر بعدی آب، یک تپه مخروطی  جریان کاملاً دو

این آزمون بر روی دامنه محاسباتی    . ر گرفته شده استدر نظ

میمتر    1000×1000 مشپذیرد  صورت  با  که  آن  بندی 

آن به صورت شرایط اولیه    و متر بوده    10هایی به طول  سلول 

( )0 10 0h( x, y, ) z x, y,= −  ،0u( x, y,z ) q / h( x, y, )= 

)0vو   x, y,z ) مخروطی تپه  اولیه بستر  که شکل    باشدمی  =

 ,.Serrano-Pacheco et al)  شوداز رابطه زیر حاصل می

2012 ) : 

( ) ( )2 2

0

300 400
500 600

200 200

0

z ( x , y , )

x y
sin sin   if   300 x  ,  400 y

                                                                                            otherwise

 

=

 − −   
       

    



 

(35) 

شرایط مرزی جریان ورودی به صورت دبی واحد عرض  
210q  m / s=  میمی وارد  غرب  سمت  از  که  شود.  باشد 

مرز میشرایط  عمل  آزاد  جریان  صورت  به  شرق  و  ی  کند 

شم میمرزهای  بسته  دیوار  صورت  به  جنوب  و  باشند.  ال 

به صورت    گرسو ضریب ثابت مدل    4/0تخلخل رسوب بستر  
1gA روطی توسط جریان آب تغییر شود. تپه مخفرض می  =

می )دهدشکل  شکل  سازی  (9.  شبیه  و    نتایج  حاضر  مدل 

( مدل  10شکل  نتایج   )Hudson  (2001  را بستر    برای( 

   . دهدنشان می t=500 sمتحرک را در 
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  می باشد، ( مشخص  10)  ( و 9های )طور که از شکلهمان

  قابل قبولیتطابق   اب  سازی بستر متحرک راشبیه  مدل حاضر

 است.   انجام داده

 
 

نتایج عددی مدل حاضر برای آزمون بستر تپه  (:9)شکل 

 t=500 sمخروطی متحرک دوبعدی در  

 
نتایج عددی برای آزمون بستر تپه مخروطی متحرک  (:10)شکل 

  Hudsonتوسط  t=500 sدوبعدی در 

توجه به این نکته ضروری می باشد که مدل حاضر دارای  

Hudson  (2001 )باشد در صورتیکه مدل  دقت مرتبه اول می

می دوم  مرتبه  دقت  مدل  دارای  بین  تفاوت  بنابراین  باشد. 

سازی در به علت تفاوت دقت شبیه  Hudsonحاضر و مدل  

 باشد. مدل حاضر می

 

 نتیجه گیری 
محدود    مدل  حاضر  تحقیقدر   حجم  اساس  عددی  بر 

 توسعه یافته  Roeبا استفاده از مقادیر متوسط    آپویند  شرو

  با استفاده ازبار بستر متحرک    محاسبهدر مدل حاضر  .  است

.  ه استپذیرفتصورت    Exnerمعادله  و تبعیت از    Grassمدل  

معادلات جریان    زمانهم  حل  روی روش  تحقیق حاضررکز  تم

که ارتفاع آب و ارتفاع   مفهومبدین    .باشد می  و انتقال باربستر

هم طور  به  میبستر  بدست  روش آیند.  زمان  فرمولاسیون 

دو  مانهمز عمق  کم  آب  معادلات  همرتوسط  به  اه بعدی 

است  Exnerمعادله   شده  تکنیک  ارائه  از  استفاده  برای   .

شد  آپویند تعریف  یافته  تعمیم  ژاکوبین  تقریبی  ه  ماتریس 

های ویژه متناظر برای حالت کلی  و مقادیر ویژه و بردار است

امعرفی شد آزاد حل همند.  ه  متغیرهای جریان سطح  زمان 

دقت   دارای  زمانی  گام  یک  در  متحرک  بستر  ارتفاع  و  آب 

گرچه پیچیدگی و  ازمان است  تری نسبت به حل غیر همبالا

در  زمان دارد.تری نسبت به حل غیر همزمان محاسبات بیش

یکنهایت   جریانهای  مدلسازی،  جهت  حاضر  و  مدل  بعدی 

ار بستر متحرک مورد بررسی قرار دوبعدی آب کم عمق با ب 

با راه حل های دقیق و دیگر  گرفته است و نتایج مدل حاضر 

  می دهدنتایج نشان    .ها مورد مقایسه قرار گرفتسازیمدل

مدلسازی  حاضر    عددی  مدلکه   و توانایی  جریان  فرایند 

 با دقت قابل قبولی دارد. انتقال بار بستر را 
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Abstract 

In the present study, the two-dimensional finite volume model of flow and bed load transport 

has been developed. The governing equations consist of shallow water equations and Exner 

equation. The Exner equation is based on the depth-averaged shallow water equations and bed 

load transport flow-sediment interaction parameter that acts as a calibration factor. In addition, 

The Grass model is employed to calculate sediment discharge. The governing equations are 

solved using a fully coupled method. The Roe method is selected to compute the intercell fluxes 

on quadrilateral networks. The Roe approximate Riemann solver is a first-order scheme. Finally 

the performance of the present model is evaluated. The results of the present model are 

compared with the exact solutions, and other available numerical results in one-dimensional 

and two-dimensional tests. Results show that the present model is appropriate, and capable of 

modeling the mobile beds. 

Key words: finite volume method, sediment transport, Exner equation, Grass model, Roe 

model. 
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